Hrvatsko otvoreno natjecanje u informatici
6. kolo, 21. ozujka 2026. Opisi algoritama

Opisi algoritama

Zadatke, testne primjere i rjeSenja pripremili: Ivan Janji¢, Sofija Velkovska i Jakov Celin.

Primjeri implementiranih rjesenja dani su u prilozenim izvornim kodovima.

Zadatak Kvadrat i kub

Pripremila: Sofija Velkovska
Potrebno znanje: naredbe uditavanja i ispisivanja

Najprije uc¢itamo broj xz. Kvadrat broja x je po definiciji jednak x - z, pa ispiSemo z - . Kub broja x jednak
je x-x-x - ispiSemo z - x - x u drugom retku.

Programski kod (pisan u Python 3):

x = int(input())

print(x * x)
print(x * x * x)

Zadatak Lozinka

Pripremila: Sofija Velkovska
Potrebno znanje: naredba odluéivanja (if)

Na pocetku primijetimo da je n najvise 19 (pogledajte odjeljak "Ulazni podaci" u tekstu zadatka).

Nadalje, primijetimo da prvih 9 prirodnih brojeva sastavljenih od samo jedne znamenke su redom 1, 2, 3,
4,5,6,7,819. Dakle, ako je n izmedu 1 i 9, Martinina lozinka bit ¢e upravo broj n.

Sljedece trebamo promatrati dvoznamenkaste brojeve sastavljene od samo jedne znamenke - to su brojevi
11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88 i 99. Primijetimo da te brojeve mozemo dobiti kao 11 pomnozen nekim
brojem (11 =1-11,22=2-11,...,99 =9-11). Za 10. broj sastavljen od samo jedne znamenke imamo
1-11, za 11. broj 2- 11, ..., za 18. broj 9 - 11. S jednom formulom to moZemo iskazati kao (n —9) - 11.

Ostaje nam jos situacija kad je n = 19. Nakon 99 sljedeéi broj sastavljen od samo jedne znamenke je 111 -
ispiSemo ga jer je taj broj upravo Martinina lozinka.

Programski kod (pisan u Python 3):

n = int(input())

if n <= 9:
print(n)
if n > 9 and n <= 18:
print((n - 9) * 11)
if n == 19:
print(111)
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Zadatak Igra

Pripremila: Sofija Velkovska
Potrebno znanje: naredba odluéivanja (if)

Ako je a = b, ocito ne trebamo raditi nikakve operacije jer je a veé jednak b. Dakle, potrebno je 0 operacija
da se a pretvori u b.

Ako je a < b, mozemo povecati a za prirodan broj b — a. Dobit ¢éemo a = b nakon jedne operacije.

Ako je a > b, mozemo a pretvoriti u b koristeéi samo jednu operaciju ako postoji neki prirodan broj k
takav da k toc¢no dijeli a i vrijedi # = b, tj. a = b- k. Takav broj postoji samo ako b to¢no dijeli a - to

mozemo provjeriti koristeéi modulo operator.

Ako ne vrijedi nijedan od ovih uvjeta (tj. @ > b i b ne dijeli a), tada su nam potrebne dvije operacije da a
pretvorimo u b. Svaki broj dijeli sam sebe pa mozemo podijeliti a s a i dobiti broj 1. Zatim poveéamo 1 za
b — 1 i dobijemo broj b. Tako smo iskoristili dvije operacije da a pretvorimo u b.

Programski kod (pisan u Python 3):

a, b = map(int, input().split())

if a ==
print(0)

elif a <bor a % b == 0:
print (1)

else:
print(2)

Zadatak Cokolada

Pripremila: Sofija Velkovska
Potrebno znanje: matrice, naredba ponavljanja (for), naredba odludivanja (if)

Pretpostavimo da se dvije susjedne kockice u istom retku razlikuju po boji, tj. jedna je crna, a druga
bijela. Neka su to j-ta i (j + 1)-va kockica u i-tom retku. Luka ¢e sigurno morati napraviti rez izmedu
j-tog i (§ + 1)-vog stupca. U suprotnom, te ¢e kockice na kraju postupka rezanja biti u istom komadu
¢okolade, sto nije dopusteno jer je jedna kockica crna, a druga bijela.

Ako postoji jos jedan redak, oznac¢imo ga s k, u kojem se j-ta i (j + 1)-va kockica razlikuju po boji, one ée
biti razdvojene rezom koji smo zakljucili da moramo napraviti (rez koji razdvaja j-tu i (j + 1)-vu kockicu
u i-tom retku ¢okolade). Dakle, Luka moze jednim rezom rijesiti sve susjedne razli¢ito obojene kockice u
j-tom i (j + 1)-vom stupcu.

Preciznije, ako su j-ta i (j + 1)-va kockica u svim retcima po parovima iste boje, Luka ne mora napraviti
rez izmedu j-tog i (j + 1)-vog stupca. Ako postoji barem jedan redak u kojem se njihove boje razlikuju,
potrebno je napraviti rez.

Sli¢no vrijedi i za vodoravne rezove koje Luka moZe napraviti (u tom sluc¢aju promatramo j-tu kockicu u
i-tom i (i 4+ 1)-tom retku). Lako je vidjeti da nakon izvodenja svih rezova nijedne dvije kockice razlic¢ite
boje necée biti u istom pravokutnom komadu.

Kako bismo izra¢unali minimalan broj rezova potrebnih za razdvajanje crnih i bijelih kockica, potrebno je
provjeriti opisani uvjet za sve parove susjednih stupaca i redaka te pratiti ukupni broj potrebnih rezova.
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Zadatak DzZeparac

Pripremio: Jakov Celin
Potrebno znanje: dinamic¢ko programiranje, brzo potenciranje

Zadatak se rjesava pronalaskom formule na razne nacine(formalnim dokazima, intuicijom...) pa ¢emo
opisati jedan od njih.

Oznacimo s r = N — k iznos koji mama Antonija raspodjeljuje sinovima. Buduéi da svaki sin mora primiti
isti ukupni iznos, r mora biti djeljivo s 2. Uvedimo m = r/2 - ukupan iznos koji prima svaki sin. Raspodjela
iznosa m po danima odgovara kompoziciji broja m, tj. odabiru uredenog niza pozitivnih cijelih brojeva

(w1, 22,...,24) iji je zbroj toéno m. Broj takvih kompozicija za fiksan m > 1 jednak je 2™~!, jer svaki od
m — 1 razmaka izmedu jedini¢nih dijelova iznosa moze biti ili unutar istog dana ili na granici izmedu dana.

14 Z 27"/271’

re{2,4,...}
r<N

Ukupan broj rasporeda stoga je

gdje prvi pribrojnik odgovara slu¢aju k = N, d = 0, a suma prolazi po svim parnim vrijednostima ostatka
r. Supstitucijom j = r/2, gdje j ide od 1 do | N/2], dobivamo

[N/2]
1+ Z -1 —1 4 (QLN/2J _ 1) — QLN/QJ7
j=1

gdje je iskoriStena formula za zbroj geometrijskog niza 22:1 -l =29t _1.

Konac¢an odgovor je dakle 2LY/2) mod (10° + 7). Buduéi da je N < 10'®, eksponent | N/2] < 5-10'7, pa
je potrebno rjesenje racunati brzim potenciranjem u vremenu O(log N).

Zadatak Prepisivanje

Pripremio: Jakov Celin
Potrebno znanje: maksimalno bipartitno sparivanje, najveéi nezavisni skup u bipartitnom grafu, Kénigov teorem

Uvjet zadatka kaZe da nijedan uenik ne smije imati susjeda (u Cetiri smjera) koji je takoder udenik.
Trazimo dakle najveéi skup mjesta na kojima mogu sjediti ucenici (uzorni ili vragolasti) takav da nikoja
dva odabrana mjesta nisu susjedna - Sto je upravo definicija najveceqg nezavisnog skupa na nekom grafu.

Konstruiramo graf na sljedeé¢i nac¢in. Cvorovi grafa su sva slobodna mjesta (polja s vrijednoséu 0) koja
nisu susjedna uzornim ucenicima (poljima s vrijedno$éu 2). Brid izmedu dva ¢vora postoji ako i samo ako
odgovarajuca polja dijele stranicu. Polja s vrijednoséu 1 zanemarujemo u potpunosti - na njima nitko ne
moze sjediti i ne utjeCu na uvjet prepisivanja. Broj uzornih ucenika je fiksan i svi moraju biti ukljuceni u
rjesenje.

Graf susjednosti mreZe polja prirodno je bipartitan: obojimo li polja matrice u Ssahovskom uzorku (crno-
bijelo prema parnosti i + j), tada svaki brid u mrezi spaja polje jedne boje s poljem druge. Polja s uzornim
uenicima tretiramo kao unaprijed odabrane ¢vorove i uklanjamo sva susjedna prazna polja (ona ne mogu
biti odabrana). Na preostalom grafu (koji se sastoji samo od preostalih slobodnih polja) trazimo najveéi
nezavisni skup.

Najvedi nezavisni skup u bipartitnom grafu moze se odrediti kombinacijom dvaju klasi¢nih zakljucaka.
Prvi od njih tj. Konigov teorem kaze da je veli¢ina minimalnog pokrivanja vrhovima (eng. minimum vertex
cover) jednaka veli¢ini maksimalnog sparivanja (eng. maximum matching). Drugi jest da je nezavisni skup
komplement pokrivanja vrhovima, vrijedi

[najvedi nezavisni skup| = |V| — |minimalni pokriva¢| = |V| — |maksimalno sparivanje,

gdje je |V| broj ¢vorova grafa (preostalih slobodnih polja). Maksimalno bipartitno sparivanje pronalazi
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se standardnim algoritmom koji na grafu s |V| < n-m < 6400 ¢vorova i O(nm) bridova radi unutar
vremenskog ograni¢enja u sloZenosti O(V * B) gdje je B < 4 % nm broj bridova u bipartitnom grafu.

Konacan odgovor jest broj uzornih ucenika (sva polja s vrijednoséu 2) uvecan za veli¢inu najveleg
nezavisnog skupa na grafu preostalih slobodnih polja.

Zadatak Skijanje

Pripremio: Jakov Celin
Potrebno znanje: Li-Chao stablo, monotoni deque

Prije ¢itanja opisa ovog rjeSenja preporuca se pomno prouciti sljede¢e blogove koji detaljno opisuju kljucne
tehnike koristene u rjesenju:

e Li Chao i Convex hull optimizacija

¢ Monotoni deque
Svaka staza u stablu dolazi do to¢no jednog ¢vora v > 1, pa se spust od najviSe k uzastopnih staza
jednoznac¢no opisuje odabirom prvog ¢vora f i zadnjeg ¢vora | na spustu, gdje je f predak od [ na
udaljenosti izmedu 1 i k (udaljenost 1 odgovara spustu od jedne staze). Uvedimo i prefik sume brzina duz

puta od korijena: neka je S(v) =", pravi predak » Ous 8 konvencijom S(korijen) = 0. Tada je zbroj brzina
svih staza na spustu od f do [ jednak

S b= S()+b—S(f)

staze na spustu

Hekti¢nost spusta moze se zapisati kao
H(f,))=z-(z+SU)+b —S(f)) + 27
=z + 2z (SU)+b) —2z-S(f) + 2}

Za fiksan ¢vor [, prve dvije komponente su konstante koje ne ovise o f, pa maksimiziranje H(f,1) po svim
dopustenim precima f svodi se na maksimiziranje izraza

—z1-S(f) +ZJ%~

Svakom ¢voru v pridruzimo vektor p(v) = (S(v), —z2), a upitni vektor za [ definiramo kao q(I) = (2, 1).

Vrijednost koju maksimiziramo tada je toéno (uz promjenu predznaka)
—p(f)-a(l) = —(S(f) -2+ (=2}) - 1) = =2 - S(f) + 2},

Sto problem svodi na: za svaki ¢vor I, pronaéi minimum skalarnog produkta p(f) - q(!) po skupu predaka
f od [ koji se nalaze na udaljenosti izmedu 0 i k£ — 1 razina, te rezultat negirati.

Primijetimo da za fiksan ! upitni vektor ima oblik (z;, 1), pa je

p(f)-a(l) =S(f) =z + (—z?) 1.

Svaki vektor p(f) mozemo interpretirati kao pravac y = S(f) -z + (—z}%), a upit u tocki x = z; trazi
minimum vrijednosti tog pravca. Ovo je klasi¢ni problem koji Li Chao stablo rjesava te na takve upite u
vremenu O(log M), gdje je M raspon vrijednosti z,, tj. M = 105.
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Skup dopustenih predaka mijenja se dok DFS obilazak stabla prolazi ¢vorovima: pri ulasku u ¢vor [ u
skup ulazi [ sam (kao potencijalni f za potomke), a ¢vor koji je k + 1 razina iznad [ ispada. Pri izlasku iz [
taj ¢vor se opet vraca skup. Dakle, skup predaka kojima upravljamo treba podrzavati operacije ubacivanja
i izbacivanja s oba kraja, pri ¢emu svaka operacija mora azurirati Li Chao stablo. Buduéi da Li Chao
stablo ne podrzava brisanje, koristi se monotoni Deque s Li Chao stablima koja podrzavaju ponistavanje
posljednjeg dodavanja (rollback). Svaki element se kroz cijeli DFS doda i ukloni O(1) puta, a svaka
operacija dodavanja i brisanja ima vremensku slozenost O(log M) zbog Li Chao stabla. Globalni odgovor
dobiva se uzimanjem maksimuma po svim ¢vorovima ! nad vrijednostima

ans < max(zl2 + 2z (S + b)) + m}:xx(—zl -S(f) + z?))

Ukupna vremenska slozenost algoritma je O(N log M), a prostorna O(N + M).

Zadatak Ucionica

Pripremila: Sofija Velkovska
Potrebno znanje: binarno pretrazivanje

Konstruirajmo matricu maxstupac tako da je maxstupac; ; jednak maksimumu svih a; ; za koje vrijedi
[ < i. Osoba visine h moze sjesti na sjedalo (i + 1, j) ako je sjedalo prazno (a;41,; = 0) i ako vrijedi
h > maxstupac; ;. U prvom retku osoba moze sjesti na sjedalo (1, j) ako je a; ; = 0.

Za prvi podzadatak prolazimo kroz sve parove susjednih sjedala (¢, j) i (¢, j+1) te provjeravamo zadovoljava
li uvjete neka od sljedeée dvije moguénosti: prijatelj visine hy sjedi na (i,7), a prijatelj visine hy na
(i,j + 1), ili obratno.

Za drugi podzadatak promatramo sve uzastopne skupove od k sjedala. Pretpostavimo da su sva ta
sjedala prazna. Optimalno je vise prijatelje smjestiti u stupce u kojima je najvisi ucenik ispred njih
visi, a nize prijatelje iza nizih ufenika. Stoga, za sjedala (i,7),(i,5 + 1),...,(4,j + k — 1) sortiramo
vrijednosti maxstupac; j, mazxstupac; ji1, ..., maxrstupac; jyr—1 i dodjeljujemo sjedala prijateljima prema
tom poretku: najvisi prijatelj dobiva stupac s najveéom vrijednoséu, drugi najvisi sljededi itd. Zatim
provjeravamo je li svaki prijatelj visi od najvise osobe ispred sebe. Ovo rjesenje radi u vremenu O(nmk log k).

Sada zanemarimo zauzetost sjedala i fokusirajmo se samo na uvjete vezane uz visinu. Ako sjedala koja
podinju na (4, j) ¢ine pogodan skup, tada sjedala koja pocinju na (I, j) za svaki 1 <1 < ¢ takoder ¢ine
pogodan skup. Dakle, za fiksni j postoji prag t takav da su redci 1 do ¢ pogodni, dok redci ¢ + 1 do n nisu.
Vrijednost ¢ mozemo pronaéi binarnim pretrazivanjem. Nakon toga provjeravamo koji od tih pogodnih
skupova sjedala imaju svih k sjedala prazna. Koristec¢i tehniku sliding window, to mozemo napraviti u
O(1) po retku, sto daje slozenost O(mk lognlogk).

Za zadnji podzadatak uklanjamo faktor log k. Promotrimo k vrijednosti mazxstupac msy, msa, ..., msy i
visine prijatelja hy, hs, ..., hi. Trebamo provjeriti vrijedi li nakon sortiranja da je svaka vrijednost ms
manja od odgovarajuée vrijednosti h. To vrijedi ako postoji jedna vrijednost ms koja je manja od svih
visina, druga koja je manja od barem k — 1 visina, tre¢a koja je manja od barem k — 2 visina itd.

Prije glavnog algoritma za svaki (4, j) unaprijed izracunamo koliko je visina prijatelja veée od maxstupac; ;.
To mozemo napraviti u vremenu O(n?). Sad kad znamo te vrijednosti, lako moZemo provjeriti postoji
li barem jedna vrijednost veca ili jednaka k, druga veca ili jednaka k — 1 itd., koriste¢i pomocéno polje.
Buduéi da ova provjera traje O(k) vremena, kona¢na vremenska slozenost iznosi O(mklogn).
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